RODUCTOS DE Espacros ToroLOGICOS
SOBRE ALGEBRAS MULTIVALUADAS

Joaquin Luna Torres

Resumen. Dada una coleccion finita de espacios LF-topologicos definidos
sobre una dlgebra multivaluada, se construye la topologia producto y, bajo ciertas
condiciones, se prueba que la construccion es estable para espacios LF-
topologicos de Kolmogorov y de Hausdorff.

1. ALGEBRAS MULTIVALUADAS

Con el proposito de facilitar la lectura de este trabajo tomamos de [4] las ideas
principales sobre las dlgebras multivaluadas (MV-dlgebras). estas estructuras fueron
introducidas por Chang [3] en investigaciones sobre una prueba de completitud
parael sistema de Lukasiewicz infinitamente valuado. Sin embargo, también juegan
un papel importante en el estudio algebraico relacionado con todas las l6gicas
multivaluadas de Lukasiewicz asi como en otras estructuras semejantes.

DerFINICION 1.1. Una estructura algebraica A = (L, @, —,0) de signatura
<2, L 0) es una MV-dlgebrasiy sélosi (L, @, 0) es un monoide abeliano con
elemento neutro 0 y si ademads para todo x, ye L son ciertas las afirmaciones
siguientes.

(!) s (.\'):X
(H) r(—B—aO:—'(J
(iti) 2 (= ()@Y y==(=(y)Dx)Dx

Una MV-algebra es no trivial si s6lo contiene por 1o menos dos elementos.
Obviamente cada estructura (W* .vel,, non,, 0) es una MV-ilgebra (c.f. [4]).
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DerFINICION 1.2. Suponga que 4 =(L,®,—,0)

Entonces se define para cualquier x,

a® yi==(=(x) ®—=(y)),
x=2y:==X)Dy,
xvy:=(x®—-(y) @y,
XAY:=(x®=(y)®y,
1:==1(0).

es una MV dlgebra.

yeL:

Usando estas definiciones, una MV-dlgebra A es no trivial siy s6losi O 1.
La definicién original de Chang [3] se basaba en las operaciones (primitivas)
®, ®, — y las constantes 0, 1, dadas las definiciones de v, A como en la
definicion 1.2 y también constaba de la siguiente lista de condiciones:

a®b=b®a
a®b®c)=(a®b)Dc

a®—-a=1
a®@1=1
a®0=a

—~(a®b)=—a®—-b
avb=bva
av(bvce)=(avb)vce
a®bac)y=(a®@b)ar(a®c)

—d=d

a®b=b®a,
a®b®c)=(a®b)®c,

a®—a=0,
a®0=0,
a®l=a,

—(a®b)=—a®-b,
anb=bnaa,
anbnac)=(anb)nc,
a®bve)=(a®b)v(a®c),
—0=1

Cada MV-dlgebra _A estd equipada, de manera natural, con una relacion de

orden < definida paratodo a,be L por
a<be 3ce L) (a®c=b)

el cual es un orden parcial. Todas las operaciones @, ®, A, v son isotonicas

(uniformes) con respecto a este orden y — invierte el orden y por tanto es
antitonica. De alli se sigue que la operacién — es isot6nica en su segundo
argumento y antitnica en el primero. Para este orden, también se dispone de
otras caracterizaciones naturales, por ejemplo,

a<bhbea®-b=0 ©a—b=1

Y este orden es incluso un orden de reticulo para las operaciones
A. V. Ademas. el reticulo (L, A, v) con este orden, es distributivo.



En consecuencia, cada MV-dlgebra A = (L, ®, —, 0) produce, de forma
natural, un reticulo (L, ®, 1, T, <) completo con cotas universales inferior | y
superior T .el cual también es un monoide abeliano.

Por otra parte, recordemos de [5] que

(1) Un reticulo completo cuasi-monoide (cqm-reticulo) es una tripleta
(L, <, ®) que satisface

(I) (L, <))esunreticulo completo con cota superior universal T y cota inferior
universal | .

(I) (L, <, ®) esun grupoide parcialmente ordenado.

(I a<a®T, a<T®a Voel

(2) Un cuantal es una tripleta (L, <, ®) en la que (L, <,) es un reticulo
completo y satisface las propiedades siguientes:

(V) (L, ®) esunsemigrupo.
(VI) ® es distributivo sobre extremos superiores arbitrarios.

Cuando la operacion ® es conmutativa se dice que el cuantal (L, <, ®) es
un GL-monoide. De esta manera, podemos decir que una MV-algebra completa
es un GL-monoide en el cual vale la doble negacion, es decir

(¢ =l)—>l=0a,Vae L
2. Probuctos b EsPacios LF-TOPOLOGICOS

Nuestro trabajo se inicia con la construccion de espacios LF-topologicos
definidos sobre MV-dlgebras completas (L, <, ®) conraices cuadradas. Esta
caracteristica se mantendra de aqui en adelante. Recordemos de [5] el concepto
de espacio LF-topolégico.

Definicion 2.1. Sea X un conjunto no vacioy (L, <, ®) un cqm-reticulo.
Una LF-topologia sobre X es una funciéon T : ;¥ _5 1 que satisface las
propiedades que siguen

©NTA,)=T.

‘oo
|‘q
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()T (f)®T ()T (f ®g) Vf.geL".

(¢)3) Paratoda la familia {f;li e 1} deelementosde L* se cumple que
_A!'f(f} )sT (,V! [
La pareja (X, 7) se llama un espacio LF-topolégico.

Consideremos ahora una coleccion finita {(X}V_‘Tl)lk =12,..., n} de
espacios LF-topologicos construidos sobre una MV-ilgebra completa
(L, <, ®) conraiz cuadrada y procedamos a construir con ellos una LF-topologia

sobre el producto
nx, :{gb:{l. 2,..n}—> U X, 19, =9(De x)}
A=1 i A=l : )
a partir de las LF-topologias 7, con 2=1,2, ..., n.

2.1 CONSIDERACIONES INCIALES. Cada proyeccion p, :I1°_ X, — X, con

¢ - ¢, induce la funcion imagen reciproca

; X M, X,
IR SR B o

definida por l;;x(g) =go p, para cada ge L.

Nuestro problema consiste en construir una aplicacion = de manera que

(1) Zop, =7, .i.e.paracada o =1,2,..., n, el diagrama
L}

[l Xi - = E L
p\ 1 ‘Tu
X

sea conmutativo
(2) = seauna LF-topologia,

(3)Si n: M=%y 1 resuelve el problema anterior, entonces Z <1).



2.2. La LF-topologia producto. Para obtener una LF-topologia producto,
como se requiere en el pardgrafo anterior, empezamos por la construccion que
sigue:

Para /'-e 1"+ % se define el conjunto:

I1, :{ue HL“" I@;ii_(p}‘)s_f}
A=l A=

Lema 2.1. Lan-pla 1, =(1, .1, ,...1, ), donde 1y eslacota universal

).

l_[tI“"

w=1¥a

superiorde L*  i=1,2,.... n, pertenece a

Prueba. Es consecuencia de

LEMA 2.2, Si (4, U, ... 0, e (LY)" entonces
R, ° p)=(@u,)ep,
A=l]

A=l

Prueba. Como para cada re X se tiene que (®_ i, )(1)=®]_ (u, (1)) y

paracada re IT)_ L", (uo p,)(r)= u (r,)entonces,

A

[‘@ﬂ;. jo Pi:l("} =(@u, )r,)
Pt A=l

= (i, (r,))

A=]

= ®{Ju, (pr(r)))

A=l

= ®(ﬂ1 o p;)(r)
A=l
y la conclusion se sigue.

Lema 2.3. Consideremos los elementos (U, t,.....u,)ell, y

(v, v, ..., v, )€ Il entonces (4, ®v,, ..., 1, ®v,)e Il ¢,

oc
O
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Prueba. De los datos se sigue que

(9] !’I{(:u}‘ )=, o p;) S i
A=l A=l

é)p!h.(vx )= é()("'x op)=sy
K= K=1
entonces
@, = PIBIQ(, = pIS [ @y
aplicando las propieda;des conmutativa y asociativade ® .

R (u, op,)®(V, op)Is f®y

A=l

y aplicando el lema 2.2., esta expresion se reduce a

®I(ﬂ3. ®pleplsf®y

A=l

y la conclusion se sigue.

Ahora consideramos la funcion = : 1'"*+ — [, definida para cada fe [ia%a

COMo sigue:

E)=VIRT, ()1 (1, Uysoe s pt,)E T}

A=l

TeoremA 2.4, Lafuncion = : L'""* — L esuna LF-topologiasobre IT/_ X , .

Prueba.
(1)Porellema?2.1,

2(1,, ) =VI@T, () lpe i, ))=T

A=l
(2)Para £ ge 1'% tenemos que probar que Z(f)® Z(g) <

efecto, como

E(N)=VIRT, () luell,}, E(9)=v{QT,(v,)Ivell }

A=l A=l

E(f®g).En



y ® conmuta con extremos superiores, usando el Lema 2.3. obtenemos

E(HBE(=V{QT, (1, )®RT, (v, ) luell ,vell }
A=l

a=]

SV (Q@u, )T, (QV, ) uer, ven,}
A=]

aeA

VIR T, (n Jire 1 roy)

r=1
=E2(f®y)
(3)Sea {f, | je J}< L' | veamos que

AS(f)DSE(y f)

jed jeld

En efecto,

AESD= AVIQT, (1) ;€M )

Jjed jeJ =1

SIART, ()T p; el 3

jed =l

SVART (A NI pyell

A=l jed

Por otro lado.,

E(v =T, (p)Ipell,  },

ied =1
de donde se sigue la afirmacion del teorema.

3. EsPaci0S LF-TOPOLOGICOS pE KOLMOGOROV

En esta seccion presentamos una nocién de espacio LF-topoldgico de
Kolmogorov, definido sobre una MV-dlgebra completa (L, <, ®) con raiz
cuadrada, que generaliza el concepto de espacio L-topol6gico de Kolmogorov
que aparece en [5] y se prueba que el espacio producto construido en la seccién

anterior goza de esa propiedad cuando cada uno de los factores la tiene.

MVYZTTIATD
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DEFINICION 3.1. Un espacio LF-topologico (X,T) es un espacio de
Kolmogorov si para cada par (p.g)e X x X, p#q, existe ge L' tal que
DT(glelli=L-{1}

(i) g (p) # glq)

TeoreMA 3.1. Si (X, ,T,) A=1, 2, ..., n son espacios LF-topologicos de
Kolmogorov construidos sobre una M V-dlgebra completa (L,<,®) con

raiz cuadrada, entonces el espacio LF-topolégico producto (T1;_, X', , Z)del

teorema 2.4. también es un espacio LF-topolégico de Kolmogorov.

Prueba. Sean a =(a,.0....a,)y B=(B,, B,.... B,) dos elementos
distintos de T1"_ X, . Veamos que existe ge LIT]_ X, talque

() E(gel

(i) o) # g(B) .

Como «, # B, paraalgin i =1,2,..., n, existe g, € L" talque

()7, (g)e L’

(ii) g, () # g, (B,)

Ahora,

E . L.f,ll',’ X o L
estd definida por

E(f)=v{®T.(9)1(g,s., 9,)€ 11}

i=l

donde
E,={(g,s9,)€ L" X.. XL |8 p. (g < f)
={(¢,, . y,)€ L' X.. XL 1@, (g,°p,) < f}

y COMO

(g, ep))=g. (@) # (g, op)B)=y,(B)

entonces para

g=g,op,ellX,
A=l



tenemos que

.‘; — ( 1[\‘| o e I.l_ o 'fji.., l-x,-l R lxar )E n..

o

=l

yaque

Iy, op, ®.Qg,0op,®...1;y op <g,0p,

Luego

E(g) =V 7,1, ) ®T, (1, )®..®7,(g,) ®...®7, (I, )}
VIT®.OT®7,(y))®TR®..QT}27.(y,) € 3

por lo tanto

E(g)e [°

4. EspAc108 LE-TOPOLOGICOS pE HAUSDORFF

Finalmente generalizamos la nocion de espacio L-topol6gico de Hausdorff
que aparece en [5] al caso de los espacios LF-topolégicos definidos sobre una
MV-ilgebra completa (L, <, ®) con raiz cuadrada y probamos que el producto

de espacios LF-topologicos de Hausdorff hereda esa propiedad.

DEeFINICION 4.1. Si (X ,7) es un espacio LF-topolégicoy ge LY es una

funcion que cumple 7 ( ¢)e 1. se define la funcion ¢*e L asi:

g*:=vihe L' 1T (he ', y,h®g<1,®1,}

DerFINICION 4.2, Un espacio LFE-topologico (X ,7) es de Hausdorff si para
cada par de puntos p, g€ .\, p#q.existe ye L* que satisface las propiedades

siguientes

DT (gel
()7 (g*)e L’
(i) g *(p)®g(q) £ L AT

NVYZTTIATD
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TeoreMa 4.1.Si (X ,.7.). i=1,2, ..., n,es una familia finita de espacios
LF-topologicos de Hausdortf entonces el espacio producto (I, X,, Z) esun
espacio Lf-topolégico de Hausdorff.

Prueba. Sean ot = (@, O, ... )y B=(B,. B,,.... B,) dos puntos distintos
en Il X,.

Debemos encontrar un morfismo e /"% que satisfaga
@DE(gel

(i) 2 g*)e L’

(iil) g * ()@ g(B) ¥ L ®T.

Enefecto, o # B siy solo siexiste k, 1<k <n, talque o, # B,. Como cada
espacio factor es de Hausdorff, existe ¢, e L' que cumple

DT, (g9,)el’

()T, (g,)e L’

(iii) g, (@) ® g, (B,) #L ®T

Consideremos en [V X el morfismo

. 1, siixk
9=Q f;°p;s donde [ :{ 5 }

P g, sii=k

Como
M, ={u, ty, ..., } L" XL X XL @, 0 p, < g}
i=1

entonces

E(U) = V{®“TI(‘U;) I {‘ul" oul‘ LRl | luu}e l_[rlf}

J=1

2‘1’1(1)‘,' )8..87, (1, __ )T, (¢,) ®q‘r‘.-+:(lx,m. ) ®...®'T"(lx” )
=T7,(9,)>L

De esta manera, Z( g)e L.



Ahora
gt=vihe " ¥ 1Z(h)e L', h®g<1,®1 )
—vihe M™% | (h)e L, h®(é<)f,- op)=1,}
o
—vihe "% 12 (e L', h®(g,°op,)=1,};

L. = {(fhy, Bgs o5 e ) € LY x L x..x L |@u; o p; £g*}.

i=l

Luego

E( |')'M) = V{®rrg (“r)l (IJI’ ) :un)e n_r,*}
i=l

>7,(1,)®...0T,(y,)®...0T (1)
=T®.T®T,(4,)®T®..0T
=7, (g, )>L

y, en consecuencia Z( g*)e L',

Finalmente, /
g (o)®g(B)< LT =L
pues,
Iy sii#k
g(B)=®" (fop)B). donde i = o Si=k
- ly(l(ﬁi)@@fh(ﬁ& J®"'®l.‘f,,(ﬁu)
=T®.T®y,(B,)®T®..OT
=."/;.-(ﬁk)
y

g*(a)=(vihe L IZ (he L' h® (g, e p)=1,D(@
> (g, ° p X @) = 9,(%);

de donde se sigue que
gH®g(B) 2y (a)®g,(B)#L.
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